1. LANGAGES ALCEBRIQUES

1.1. Le langage L = {w € {a,b}* : |w|, = 2|w]|, + 3} est algébrique.

1.1.1. Awec des automates. L’automate & pile suivant reconnait L;. L’alphabet de
pile est {$,+, —}. On se permet d’empiler plusieurs lettres durant une transition,
cela peut facilement étre décomposé comme une suite de plusieurs transitions.

b4 ++
b,—:e
b,$: 8+
e,e:$Q e,%:e
—{ 1 2 4
a,+:¢€ g,+:¢
a,—:—— g,—:1——
a,$:$— e,$:8—

On vérifie d’abord que dans une configuration accessible, la pile est toujours de la
forme $+* ou $—*, sauf dans les états 1,4 ou la pile est nécessairement vide. C’est
une récurrence immédiate : toutes les transitions conservent cette propriété. On
interprete alors la pile comme un entier : $4™ représente n, et $—" représente —n.
Les transitions sur les états 2 et 3 manipulent la pile comme un compteur qui peut
étre incrémenté (en lisant b) ou décrémenté (en lisant a).

Précisément, pour tout mot w on vérifie par récurrence sur w qu’il existe une
unique exécution lisant w et arrivant dans ’état 2, et a la fin de cette exécution, la
pile représente le nombre |w|, — 2 |w|, — 3. Enfin, la transition menant & 1’état final
vérifie que la pile représente 0, et on accepte donc exactement les mots w tels que
lw|, = 2|w|, + 3.

1.1.2. Preuve alternative, avec des grammaires. Il est aussi possible de recon-
naitre L; avec une variante de la grammaire

T — aTbTh | bSaSh | bSbSa | SS |

vue en TD, qui reconnait les mots avec deux fois plus de b que de a. En admettant
la correction de cette grammaire, on 1’étend par

S — TvI'vTbvT,

en prenant .S comme nouvel axiome.

Notons L(T") &f {w : T =* w}, et de méme L(S). De plus, pour tout mot w,

notons f(w) %ef |w|, — |wl|,. Si w € L(S), alors il existe wi,ws, ws,ws € L(T)
tels que w = wibwabwsbwy. Puisque w; € L(T), on a f(w;) = 0, donc f(w) =
3450w =3, etwe L.

Réciproquement, soit w € L;. Soit w; le plus grand préfixe de w tel que f(w;) <
0. Alors wy est nécessairement suivit par un b dans w (ou il ne serait pas maximal),
et donc f(wy) =0 (sinon f(w1b) < 0). Donc w = wibw’ avec f(w') = 2. On trouve
alors de méme wo, w3, wy tels que w = wibwobwsbwy, et f(w;) = 0. On a alors
w; € L(T), donc w € L(S).



1.2. Le langage Ly = {w#xz : w,z € {a,b}* et w est un sous-mot de z} n’est pas
algébrique.

Supposons par contradiction que L soit algébrique. Soit p € N la longueur de
pompage obtenue par le lemme de 1’étoile. Considérons le mot s = aPbP#aPbP € L.
Alors, s se factorise en s = zuyvz telle que les conditions du lemme de 1’étoile soient
satisfaites. Il y a 4 cas :

— Si u ou v contient le #, alors on a directement une absurdité car les mots
de L contiennent tous exactement un seul #.

— Si z contient le #, on obtient alors une contradiction en considérant zu?yv?z
car le mot a gauche du # est plus long que celui & droite, donc ce premier
n’est pas un sous-mot de ce dernier.

— Si x contient le #, on obtient de méme une contradiction en considérant
rulyr’z = xyz.

— Si enfin y contient le #, remarquons que la condition |uyv| du lemme de
I’étoile garantie que u ne contient que des b, et v ne contient que des a. Si u
est non vide, zuyv?z contient plus de b & gauche du # qu’a droite, donc
n’est pas dans Ly. De méme, si v est non vide, zu’yv"z contient plus de a &
gauche du # qu’a droite. Dans les deux cas, on obtient une contradiction.

1.3. Le langage L3 = {aP : p est premier} n’est pas algébrique.

Supposons par contradiction que L3 soit algébrique. Soit m € N la longueur de
pompage obtenue par le lemme de 1’étoile. Considérons le mot s = a? € L, ou p
est un nombre premier plus grand que m. Alors, s se factorise en s = xuyvz telle
que les conditions du lemme de 1'étoile soient satisfaites. Soit ¢ = |u| + |v| > 0. En
considérant zuPt1yvPT1z, nous avons

lzuP P yoP 2| = p—t +t(p+ 1) = p(t + 1),
ou t +1 > 1. La longueur du mot zuPTlyvP*1z n’est pas un nombre premier, et
donc zuPTlyvP*lz ¢ L, une contradiction.
1.4. Le langage Ly = {a™ba™b---a"b : 3j > 0,n; # j} est algébrique. II est
engendré par la grammaire G suivante.
S — T3bT2
TO — aTO | g
T — Tob
Tg — T1T2 | £
T3 — Ti13a | TT5 | alyp
En notant L(T) 2o {w : T =* w} pour un non-terminal T, on vérifie par des
récurrences immeédiates sur la longueur des dérivations :
L(Ty) = a*, L(T1) = a*b, et L(Tz) = (a*b)*
On vérifie ensuite que
L(T5) = {a™ba™b...a"*1ba"™" : ny # k}
En effet, si w € L(T3), alors on a 'un des cas suivants :
— w € L(Th)L(Ty) = (a*b)™, qui est de la forme désirée avec ny > k = 0.
— w € aL(Ty) = a™, qui est de la forme désirée avec 0 = ny < k.

— w € L(T1)L(T3)a, auquel cas w = a™bw'a pour un w’ € L(T3). Par récur-
rence sur w, on peut supposer que w’ = a™ba™b...a" avec k # ny. Alors
w = a"ba™ba™b...a" ! quiest de la forme désirée puisque k+1 # ny+1.



Réciproquement, si w = a™ba™b...a"* avec ny # k, on peut distinguer 3 cas.
— Sik=0,0onawe (a*b)t C L(T3) par la régle Ts — T T.
— Sin, =0,onawe€a" C L(T3) par la régle Ts — aTp.
— Sinon on a k > 0 et ny > 0, et par récurrence sur w on peut supposer que
w' & ampan2b . gme-1bal € L(T3). Puisque w = a*bw’a, on en déduit
w € L(T3) via la régle Ts — T1T3a.
Montrons enfin L(S) = L. Si w = a™ba™b...a" b et j # n;, on peut décom-
poser w = ubv avec u = a™b...a", et v = a"+1h...a™b. On a bien u € L(T3) et
v € (a*b)*, donc w € L(S). Réciproquement, tout w € L(S) se décompose en ubv

avec u € L(T3) et v € L(T). On peut alors écrire u = a™b...a" avec j # nj, et
v =a"t1h...a"*b. On a donc bien w = a™b...a"*b vérifiant j # n;.

2. MELANGE

2.1. On vérifie que Mel(a™, b™) est 'ensemble des mots constitués de n lettres a
et m lettres b, par une récurrence facile sur n + m. Donc, Mel ((aa)*, (bbb)*) est
I'ensemble des mots w tels que |w|, soit pair, et |w|, soit divisible par 3. L’ensemble
des w tels que |w|, soit pair est bien siir rationnel, et de méme ’ensemble des w
tels que |w|, soit divisible par 3. Donc leur intersection Mel ((aa)*, (bbb)*) est aussi
rationnelle.

2.2. Soient L1, Lo des langages tels que L; soit reconnu par un automate A; =
(Qi,%,0;,I;, F;). On supposera que A; n’a pas de transition sur . On construit
une variante de 'automate produit, A = (Q, 3,4, I, F) tel que

- Qd:elexQz,
BN ANY

PR« E, et

— pour ¢ = (q1,¢92) € Q, a € ¥, on a

5(g,a) < (51(q1,0) x {g2}) U ({ar} x 8a(ga, )

L’idée est que la ou 'automate produit habituel fait avancer A; et Ay en paralléle,
on choisit ici de fagon non déterministe de faire avancer A; ou As. La correction
de cette construction est une conséquence de résultat suivant.

Lemme 1. Pour tous w € ¥*, q1, ¢, € Q1 et q2,q5 € Q2, on a (q1,q2) —4 (¢}, qb)
si et seulement s’il existe wy,wsq tels que q; %Ai g et w € Mel(wy, wa).

Preuve. Par récurrence sur w. Dans le cas de base w = ¢, on a € € Mel(wy, ws) si
et seulement si w; = wy = ¢, et dans chaque automate, on vérifie ¢ — ¢’ si et
seulement si ¢ = ¢, puisqu’il n’y a pas d’e-transitions. On en déduit I’équivalence
demandée.

Soit maintenant w = av. Supposons (qi,q2) —>a (¢}, q), et considérons la
premiére étape :

(q1,42) == a (a1,45) —=a (41, 45)
La définition de § donne
— q1 L>A1 qlll et q2 = q/2/7 ou

— g1 =q et o 4, 4.



Sans perte de généralité, on consideére le premier cas. Par hypothése de récurrence
. ;s . . Vi /

appliquée a v, il existe donc vy, vs tels que g’ —> 4, ¢, et v € Mel(vy, v2). On fixe

alors w; = avy, we = vy. On a bien w € Mel(wy, ws), et de plus

/U1

G a4 A
42 = g5 "= 4y
d’ou le résultat.
Réciproquement, soient wi,ws tels que g; ﬂmi g} et w € Mel(wy,ws). La
définition de mélange donne alors que
— wy = avy, et v € Mel(vy, ws), ou
— wg = av, et v € Mel(wy, v2).
Sans perte de généralité, on considére le premier cas. Il existe alors un ¢f tel que
a /U1 /
@i —A4 ¢ —A G
Par hypothése de récurrence appliquée & v € Mel(vy, ws), on a (¢}, q2) —4 (4}, q5)-
Alors,

(Q17QZ) L>A (q/1/7q2) L>.A (qllaq/Q)
O

2.3. Notons f : {a,b,c}* — {a,b}* la fonction qui supprime tous les ¢ d’un mots,
et garde les autres lettres. Pour tout L C {a, b}*, on vérifie par une récurrence facile
sur la longueur d’un mot que

Mel(L,c*) = f1(L)
Si L est algébrique (comme par exemple {a"b™ : n € N}) et A est un automate
a pile reconnaissant L, on peut modifier A en ajoutant sur chaque état ¢ une

transition ¢ gy ¢, qui ne modifie pas la pile. Apres cette transformation, le
langage reconnu est f~1(L), qui est donc algébrique.

2.4. Soient L; algébrique reconnu par un automate a pile A; = (Q1, 2,1, 61, I1, F1)
et Lo rationnel reconnu par un automate fini Ay = (Q2, %, 62, Iz, F»). Comme & la
question 2, on construit une variante de Pautomate produit, A = (Q,%,T,4,1, F)
avec

— Q=Q1 xQq,
— I = Il X IQ,
— F=F xF, et
— pour ¢ = (q1,q2) € Q,a€ X, s€lona
def
5(q,a,8) = {(dh, q2,8") = (d),8") € 81(qu,a,8)} U{(q1,q5,8) : ¢ € da(qe,a)}

Une configuration de A est une paire (¢, 7) ot ¢ = (g1, ¢2) € Q est 'état, et m € T'*

est le contenu de la pile. On se permettra de réécrire cette configuration comme (71, g2)

ol v def (q1, ™) est une configuration de A;. Avec cette notation, la correction de

l'automate s’énonce comme suit.

Lemme 2. Pour tous w € ¥*, 1,7 configurations de Ay, et g2,¢5 € Qa2, on
a (y1,q2) —=4 (Y, qb) si et seulement s’il existe wy,wy tels que y1 — 4, v},
G2 24, db, et w € Mel(wy, ws).

La preuve est la méme qu’a la question 2, en remplacant les états de 'automate
fini Ay par les configurations de 'automate a pile.



2.5. Le mélange de deux langages algébriques n’est pas nécessairement algébrique.
Considérons Ly = {w : |w|, =|w|,} et Ly = {w : |w|. = |w|,;}, qui sont algé-
briques. On vérifie facilement que le mélange est alors

def
L= Mel(Ll’LQ) = {w : |w‘a = |w|b et |w|c = |w‘d}

Supposons par contradiction que L soit algébrique. Son intersection avec a*(bc)*d*,
qui est {a™(bc)"d™ : n € N}, serait alors algébrique. Ce n’est pas le cas, la preuve
est la méme que pour {a"b"c™ : n € N}, par pompage.

3. AUTOMATES DE BUCHI

3.1. Soit L = (b*a)¥, c’est a dire 'ensemble des mots contenant une infinité de a.
L’automate suivant reconnait L.

En effet, dans ('unique) exécution de cet automate sur un mot w, le niéme état est
acceptant ssi la nieme lettre de w est un a, donc w est accepté ssi il contient une
infinité de a.

3.2.

Le langage reconnu par cet automate est ’ensemble des mots avec une infinité de a
et une infinité de b, que 'on peut écrire b*(a™b™)“. En effet, on vérifie que dans
(Punique) exécution de I'automate sur un mot w, le niéme état (avec n > 2) est
acceptant ssi les (n — 1)iéme et niéme lettres sont distinctes. Donc w est accepté ssi
il contient une infinité d’alternance (i.e. un facteur ab ou ba), ce qui est équivalent
a contenir une infinité de a et de b.

3.3. L’automate suivant accepte ’ensemble des mots avec un nombre fini de b.

a,b a

En effet, si w n’a qu’un nombre fini de b, on peut écrire w = va® pour un certain
mot fini v. L’automate peut alors lire v sur 1’état initial, puis lire a“ sur I’état
acceptant, et accepte donc v. Inversement, une exécution acceptante sur un mot w
doit & un moment atteindre ’état final, disons a la niéme lettre de w. Alors toutes
les lettres de w apres la nieme sont des a.



3.4. Soit A = (Q,%,6,i,F) un automate déterministe acceptant tous les mots
de Y*a®. Pour tout w € ¥*, wa“ est accepté par A. Donc pour tout w, il existe
un n € N tel que 6(¢,wa™) € F. Une récurrence immédiate donne alors une
suite (n;);en telle que pour tout i,

0(i,a™ba"™ ... ba") € F

Alors, le mot infini a™ba™ba™? ... est accepté par A, mais n’est pas dans X*a®.
Ce langage est donc reconnaissable par NFA | mais pas par DFA (q. 3). De plus,
son complémentaire est reconnaissable par DFA (q. 1).

3.5. Soient Lj, Lo langages de mots infinis, et A = (Qk, %, Ik, ik, Fr,) un DFA
reconnaissant L. On considére A l'automate produit habituel, mais avec pour
ensemble d’état finals

F={(q1,92) € Q1 xQ2 : ¢1 € F1 ou g € F»}

On remarquera que A est bien un DFA.
,(f))neN la suite d’états de I'unique exécution de Ay

sur w commengant en ig. Alors (q&”, qg )) est I'unique exécution de A sur w
neN

Soit w € X%, et notons (g

commengant en (i1,42). On a alors
we L(A) < {n (¢, ¢P) e F} est infini
= {n : ¢ e Fyoug? e Fg} est infini

= {n : 7(11) EFl} est infini ou {n : qﬁf) GFQ} est infini
— welUlLs

3.6. On considére un automate A’ avec états @ x {1,2}. La fonction de transition
alterne entre les deux copies de A deés qu’un état acceptant est rencontré, c’est a
dire

/ 6(g,a) x {1} siq ¢ F1
g1).0) {5(q,a)><{2} siqeFy
é(q,a)
4(q,a)

§'((¢,2),a) = {

q,a X{Q} SlngZ
q,a) x {1} siqe€ Fy

L’ensemble d’états initiaux de A" est I x {1}, et les états acceptants sont F’ =
Fy x {1} U F; x {2}. Si A est déterministe, cette construction est déterministe.

Soit w € ¥ un mot reconnu par A’, et (¢n, in)nen la suite d’états d’une exécution
acceptant w, avec g, € @, i, € {1,2}. Remarquons que (¢,)nen est une exécution
de A sur w. De plus, on a i,, # i, si est seulement si (g,,%,) € F’. La sous-suite
constituées d’états dans F’ (qui est infinie puisque Iexécution est acceptante) est
donc de la forme

(@no»1)s (@ny52)s (Gnyy 1) (Gng, 2), - - -
et vérifie donc gy, € Fy pour k pair et ¢,, € F> pour k impair. Donc (g, )nen visite
infiniment souvent F} et F5, c’est a dire que A accepte w.

Réciproquement, soit w € X% un mot reconnu par A, et (g, )nen la suite d’états
d’une exécution acceptant w. Il existe une unique suite (i, )nen telle que (¢n, in)nen
soit une exécution valide de A’ sur w. Elle peut étre définie par récurrence : ig = 1,
et ipt1 # iy ssi ¢, € F;, . Montrons que (¢n,in)nen st une exécution acceptante.
Soit ng € N arbitraire, et supposons sans perte de généralité que i,, = 1. Soit n >
ng minimal tel que ¢, € Fy. Alors on a aussi 4, = 1 (par minimalité de n), et



donc (gn,in) € F'. On en déduit que (gn, in)nen visite infiniment souvent F”’. C’est
donc une exécution acceptante sur w.

3.7. Si A;, Ay sont deux NFA (resp. DFA), on considére 'automate produit ha-
bituel, sauf pour les états acceptants : on munit le produit de deux conditions
d’acceptations qui correspondent aux états acceptants de A; et a ceux de As res-
pectivement. Avec la sémantique définie a la question précédente, cet automate
reconnait L(A;) N L(As). Il suffit d’appliquer la transformation de la question pré-
cédente pour obtenir un NFA (resp. DFA).



