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Exercice 1.

On fixe un alphabet fini ¥ contenant entre autre les lettres a et b. On notera le mot vide «e». On se donne
une bijection entre ’ensemble des machines de Turing sur I’alphabet X et ©*. On notera (M) 'image de
la machine de Turing M par cette bijection.

A Les ensembles suivants sont-ils décidables? récursivement énumérables? de complémentaire ré-
cursivement énumérable ?

1. {(M) e &* | M((M)) s’arréte}

2. {(M) € * | M(e) s’arréte}

3. {(M) € * | M(abba) s’arréte}

4. Ly ={(M) e Z* | L(M) =2}

5 {((M1),(Mg)) € £ [ L(M1) = L(M2)}
Exercice 2.

Théoreme (Henry RICE, 1953). Toute propriété non triviale (c’est-a-dire qui n’est ni toujours vraie ni toujours
fausse) sur les langages récursivement énumérables est indécidable.

Autrement dit, étant donné une propriété P sur les langages récursivement énumérables, le langage {(M) |
L(M) satisfait P} est indécidable.

1. Donner des exemples de propriétés non triviales sur les langages récursivement énumérables.
2. Démontrer le théoreme de Rice.

3. Existe-t-il une machine de Turing qui décide si la machine donnée en entrée ne s’arréte sur aucune
entrée?

Exercice 3.

On dit que deux machines M et N sont équivalentes si pour toute entrée w, M et N ont le méme
comportement (s’arréte avec le méme ruban, boucle toutes les deux...)

Pour une machine de Turing M, on dit que la taille de M est le nombre de symbole de (M).

On dit que M est une machine minimale si pour toute machine N équivalente a M, la taille de N est plus
grande que celle de M.

Soit MINTp = {(M) | M est minimal}

1. Montrez que tout énumérateur d’un sous ensemble de MINT); n’énumere qu’un sous-ensemble
fini.
2. Soit f : * — X* une fonction calculable. On supposera que si un mot w n’est pas un vrai code de

machine de Turing (M), alors il décrit une machine de Turing qui rejette toute entrée immédiate-
ment. Montrez qu'il existe une machine de Turing M telle que M est équivalente a f({M)).

3. Montrez, grace au théoréme de récursion, une preuve alternative du théoréme de Rice.

Exercice 4.
Les problemes suivants sont ils décidables?

1. Etant donnée une grammaire algébrique G et un langage régulier R, est-ce que L(G) = R?
2. Etant donnée une grammaire algébrique G et un langage régulier R, est-ce que L(G) C R?

3. Etant donnée une grammaire algébrique G sur {0,1}, est-ce que G génere un mot qui ne contient
que des 1?

4. Ftant donnée une grammaire algébrique G, est-ce que L(G) est régulier ?
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