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Exercice 1. Schema y borné
Soit A un sous-ensemble récursif primitif de NP1, On définit la fonction y14 : NP*1 — N comme suit :
ta(y, xi,...,xp) = 0s’iln’existe pas d’entier t <y tel que (f,x1,...,x,) € A;sinon, ua(y, x1,...,xp)
est égal au plus petitf : 1 < t <y tel que (¢, x1,...,xp) € A.

1. Démontrer que y 4 est récursive primitive.
2. Démontrer que les fonctions et ensembles suivants sont récursifs primitifs :
a. q(x,y) est égal a la partie entier de x/y si y n’est pas nul et a 0 si y est nul,
b. l’ensemble {p; p est un nombre premier},
c. la fonction 7t qui a I'entier n le fait correspondre le (1 + 1)-éme nombre premier.

d. lafonction é(i, x) = z, ot z € N est le plus grand entier tel que 77(i)* divise x.

Exercice 2.

Vérifier que les ensembles suivants sont récursifs primitifs :
®1 = {(#t,n) | x, a au moins une occurrence dans le terme ¢}
= {(#F,n) | x, n'a pas d’occurrence dans la formule F}

= {(#F,n) | x, n"a pas d’occurrence libre dans la formule F}
(

)
)

= {(#F,n) | x, a au moins une occurrence libre dans la formule F}
1)

N

oy = {#F | F est une formule close}.

Exercice 3. Tous ensembles
On définit un ensemble d’entiers E C N par une formule Fg(x) avec une unique variable libre x,
de sorte que Fr(x) signifie intuitivement que x est un élement de E. Formellement, on dit que Fg(x)
définit E si
E={neN|Nx:=nk Fe(x)}
On dira également qu'un ensemble E est définissable s'il existe une formule qui le définit.
1. Montrer que I'ensemble des entiers naturels pairs est définissable.
2. Montrer que I'ensemble des nombres premiers est définissable.
3. Soient E et E’ des ensembles, Fr(x) et Fg/(x) des formules les représentant. Enoncer les propriétés
suivantes :
— Eestinclus dans E’.
— x est le plus petit élément de E.
— E est infini.
4. Soit Fg(x) une formule définissant E. Ecrire un énoncé Pr(y) qui exprime la propriété suivante :
«Si E contient un élément inférieur ou égal a y, alors E a un plus petit élement et celui-ci est
majoré par y».

5. Le but de cette question est de prouver que PA - Vy  Pr(y).



a. Montrer que! Py 0 < 0.

b. MontrerquePy,dy x+y=0Fx=0.
c. MontrerquePAFVxVy x+y=y+x.
d. Conclure.

6. Enoncer et démontrer dans PA la propriété «Si E est non vide, alors il a un plus petit élément».

7. On appelle PA’ la théorie possédant les axiomes de Py, un ensemble d’axiomes exprimant que
tout ensemble définissable non vide a un plus petit élément. Montrer que PA’ implique le schéma
d’induction.

A faire chez soi : Questions de cours

— Soitay(n,m)=(n+m)(n+m+1)/2+n
a3(x,y,2) = a2 (%, 02(v, 2))
#0 = «3(0,0,0)
#x, = a3(n+1,0,0)
#S(t1) = as(#t1,0,1)
#(t1 + tz) = 063(#t1,#t2,2)
#(t1 X tz) = 063(#t1,#t2,3)
Montrer que I’ensemble des numéros de termes est un ensemble primitif récursif.

Montrer que 1’ensemble des couples (#t,1) ot1 t est un terme et x,, n’a pas d’occurrence dans ¢
est récursif primitif.

Définition (Peano). On définit la théorie P par I’ensemble des axiomes suivants :
— (Al) Vx —=S5x=0

— (A2) VYxdy (-x=0—Sy=x)
— (A3) VxVy (Sx=Sy—>x=y)
— (Ag) Vx x+0=x

— (As) VxVy x+Sy=S(x+y)
— (Ag) Vx xx0=0

— (A7) VxVy xxSy=(xxy)+x
La théorie PA s’obtient en ajoutant a Py tous les axiomes que 'on peut obtenir a partir du schéma
d’axiomes suivant :

(SI(E,x1,*+* ,Xn)) Vxy, .o, X0 ((F(0,21, ..., 2xn) AVx (F(x,x1,...,%n) = F(Sx,x1,...,%1))) = VX F(x,xq,...,%n))

1. On rappelle que x < y est un raccourci pour 3z x+z =1y.
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